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缓倾斜薄板初次破断与周期破断运移规律分析

郭延华１，李一帆１，韩现刚１，王　超２
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摘　要：为研究倾斜薄板的运移规律，基于三维模型分析了在非均布荷载条件下缓倾角顶板初次破断及周
期破断的运移规律。根据薄板最小挠度理论及温克尔假设，建立了倾斜薄板在不同边界条件下的力学模型，推

导了两种力学模型的挠度、弯矩及应力公式，得出了倾斜薄板最大主应力随工作面推进的运移规律以及最大挠

曲点的位置，用 ＭＡＴＬＡＢ绘制挠度、弯矩与应力曲线。结果表明：倾斜薄板的最大挠曲点相较于水平薄板有上
移现象，且弯矩

!

Ｍｘ!＞!Ｍｙ!，也大于顶板中心弯矩，从而导致顶板长边优先达到极限弯矩并开始破坏。顶
板上下表面的主应力呈现出 σｘｍａｘ＞σｙｍａｘ的分布特性，且上表面主应力最大值位于长边区域附近。该研究为周期
破断过程中的支架工作阻力特征分析提供了重要理论依据。
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０　引言

顶板事故长期以来被视为采矿过程中风险较高

的突发性灾害，无论是周期破断还是初次破断，都

会直接影响矿井的安全性和作业效率。顶板破坏的

运移规律与矿山压力密切相关，同时为分析支架工

作阻力的压缩特征提供了重要依据。

薄板破断的运移规律，国内外学者已取得了重

要成果。左建平等［１－２］基于中厚板理论，构建了不同

岩层厚度下的破断力学模型，深入探讨了岩层厚度

对破断行为的影响；高晓进、蔺星宇等［３－４］分析了煤

层直接覆盖硬厚顶板的侧向破断模式，对不同矿区

采场的支承压力进行动态监测，揭示了采场支承压

力的动态迁移特性及应力区域差异；陈冬冬等［５］在

考虑支撑能力弱化的基础上，建立顶板边界模型，

得到了煤柱区顶板断裂线的力学公式；张守宝等［６］

基于弹性薄板力学理论，构建了直角梯形基本顶板

的初次破断力学模型，并推导出了其弯矩公式；刘

一扬等［７］基于组合变形原理，建立了厚硬岩层周期

破断步距力学模型，推导出了周期破断步距公式；

朱卫兵等［８］研究了高位关键层的破断运动特征，探

讨了 “弧形三角板”结构的破断失稳规律；滕博

等［９］结合组合梁原理和弹性薄板理论，预测了工作

面离层的发育位置，并通过计算上下岩层的挠度差，

确定了离层的体积及破断距离；胡威等［１０］基于薄板

和关键层理论，推导出裂隙带发育高度公式；李子

臣等［１１］建立了急倾斜煤层俯伪斜采场的弹性薄板模

型；分析了煤层倾角和俯采角度对顶板应力的影响，

提出了新型力学模型。何富连等［１２］基于有限差分法

和主弯矩破断准则，研究了影响基本顶板破断位置、

顺序和形态的关键因素。结果表明，随着煤体塑性

区范围和程度的增大，基本顶的悬顶跨度减小，断

裂深度则增加。何文瑞等［１３］以马道头矿坚硬厚顶板

和特厚煤层综放开采为背景，基于极限平衡理论，

确定基本顶沿空巷道侧方断入煤体深度约为 １７ｍ；
谢生荣等［１４］通过建立弹性基础边界条件下的基本顶

薄板周期破断力学模型，并采用有限差分法进行分

析，研究了顶板参数对主弯矩分布及周期破断规律

的影响。

以倾斜顶板为主要研究对象，将上覆岩层荷载

简化为由均布荷载和三角形荷载组成的梯形分

布［１５］，构建了四边固支条件下的顶板初次破断力学

模型和三边固支、一边简支的周期破断力学模

型［１６－１８］。基于最小挠度原理和温克尔假设［１９］，综

合考虑下部矸石支撑的载荷作用，推导了顶板在两

种破断模式下的挠度、弯矩及应力解，并分析了顶

板的运移规律。

１　首次开采初次来压与周期来压模型求解

１１　顶板力学模型的建立
建立如图１所示的力学模型，设板的ｘ方向长度

为ｂ，ｙ方向长度为 ａ（ｂ＜ａ），厚度为 Ｈ１。顶板上、
下埋深分别为 Ｈ０、Ｈ２。基本顶板承受的上覆岩层非
均布荷载ｑ，其由均布荷载和三角形荷载构成梯形
分布。设岩层平均容重为 γ，顶板倾角 α，弹性模
量为 Ｅ，泊松比为 μ，抗弯刚度为 Ｄ，板的挠度为
ω，内力弯矩为 Ｍｘ、Ｍｙ，顶板应力为 σｘ、σｙ。工作
面顶板斜面受荷载 Ｑ＝γＨ０＋γ（Ｈ２－Ｈ０）／ａ，其横
向、纵向分量分别为 Ｑｘ＝Ｑｓｉｎα，Ｑｙ＝Ｑｃｏｓα。基本
顶自重荷载Ｇ＝γＨ１，可分解为横向荷载 Ｇｘ＝Ｇｃｏｓα，
竖向荷载Ｇｙ＝Ｇｓｉｎα。
１２　顶板理论基本假设

假设顶板为均质连续的理想弹性体，倾斜角度

为２２°，厚度 Ｈ１＜（１／８～１／５）ｂ（ｂ为短边宽度）。
其正应力σｚ面内的应力σｘ、σｙ，可以忽略不计。板变
形前后，垂直于中性面的垂线保持垂直。根据薄板最
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小挠度理论［１９］，顶板在纵向载荷下的变形可忽略。

１３　初次破断顶板力学模型求解
在工作面初次开采前，上覆岩层保持完整，可

将顶板视为四边固支的矩形弹性薄板力学模型，如

图１所示。
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Ｆｉｇ１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｒｏｏｆｆｒａｃｔｕｒｅ

工作面采空区下方的充填矸石支撑体与上覆岩

层共同形成一个协同作用的整体。上覆岩层的变形

会直接影响矸石载荷的变化。基于薄板最小挠度理

论和温克尔假设，可得板任意点的基础反力 Ｒ与该
点的挠度ω成正比：

Ｒ＝Ｋω （１）
式中：Ｒ由矸石载荷产生的板基础反力；Ｋ为矸石的
等效弹性系数；ω为基本顶的挠度。由顶板四边固支
可知相应的边界条件为：

ωｘ＝０，ｘ＝ｂ ＝０，ωｙ＝０，ｙ＝ａ ＝０ （２）

　　 ω








ｘ
ｘ＝０，ｘ＝ｂ

＝０，ω








ｙ
ｘ＝０，ｘ＝ａ

＝０ （３）

设顶板初次破断的挠度函数为：

ω＝Ｃ１ １－ｃｏｓ
２πｘ






ｂ
１－ｃｏｓ

２πｙ





ａ

（４）

根据最小势能原理求得Ｃ１：
Ｉ＝Ｕ－Ｌ－Ｗ （５）

Ｕ＝Ｄ２（

!２ω）２ｄｘｄｙ

Ｌ＝（Ｑｘ＋Ｇｘ－Ｒ）ωｄｘｄｙ

Ｗ ＝１２（Ｑｘ＋Ｇｘ）
ｘ








ｙ

２

ω















ｄｘｄｙ

（６）

式中：Ｕ为薄板的形变势能；Ｌ为横向载荷的功，薄
板的横向分布力由上覆岩层载荷的横向分量和采空

区底部矸石的基础反力组成；Ｗ为薄板纵向荷载
做功。

抗弯刚度：

Ｄ＝
ＥＨ３１

１２（１－μ２）
（７）

令
Ｉ
Ｃ１

＝０，求得Ｃ１：

　　Ｃ１ ＝
ａ［２Ｈ１＋γｃｏｓα（Ｈ０＋Ｈ２）］

９Ｋａ＋
８Ｄｂ２π４（３ａ４＋２ａ２ｂ２＋３ｂ４）

ａ３
－９６πｓｉｎα（Ｈ０＋２Ｈ１π

２＋Ｈ２π
２








）

（８）

则初次破断顶板破断的挠曲线函数为：

ａ［２Ｈ１＋γｃｏｓα（Ｈ０＋Ｈ２）］

ω＝

１－ｃｏｓ
２πｘ






ｂ
１－ｃｏｓ

２πｙ





ａ

９Ｋａ＋
８Ｄｂ２π４（３ａ４＋２ａ２ｂ２＋３ｂ４）

ａ３
－９６πｓｉｎα（Ｈ０＋２Ｈ１π

２＋Ｈ２π
２








）

（９）

同理可以得到顶板的应力和弯矩公式：
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Ｍｘ ＝－∫
Ｈ１
２

－
Ｈ１
２

σｘｚｄｚ＝－Ｄ
２ω

ｘ２
＋μ
２ω

ｙ








２

Ｍｘ ＝

Ａ１
ｃｏｓ２πｘｂ
ｂ２ ｃｏｓ

２πｙ
ａ
－








１＋μ

ｃｏｓ２πｙａ
ａ２ ｃｏｓ

２πｘ
ｂ
－



















１

９Ｋａ＋
８Ｄｂ２π４（３ａ４＋２ａ２ｂ２＋３ｂ４）

ａ３
－９６πｓｉｎα（Ｈ０＋２Ｈ１π

２＋Ｈ２π
２





























）

（１０）

Ｍｙ ＝－∫
Ｈ１
２

－
Ｈ１
２

σｙｚｄｚ＝－Ｄ
２ω

ｙ２
＋μ
２ω

ｘ








２

Ｍｙ ＝

Ａ１
ｃｏｓ２πｙａ
ａ２ ｃｏｓ

２πｘ
ｂ
－








１＋μ

ｃｏｓ２πｘｂ
ｂ２ ｃｏｓ

２πｙ
ａ
－



















１

９Ｋａ＋
８Ｄｂ２π４（３ａ４＋２ａ２ｂ２＋３ｂ４）

ａ３
－９６πｓｉｎα（Ｈ０＋２Ｈ１π

２＋Ｈ２π
２





























）

（１１）

Ａ１ ＝４π
２Ｄａ［２Ｈ１＋γｃｏｓα（Ｈ０＋Ｈ２）］ （１２）

σｘ ＝－
Ｅｚ

１－μ２
２ω

ｘ２
＋μ
２ω

ｙ








２

σｘ ＝

Ｂ１
ｃｏｓ２πｘｂ
ｂ２ ｃｏｓ

２πｙ
ａ
－








１＋μ

ｃｏｓ２πｙａ
ａ２ ｃｏｓ

２πｘ
ｂ
－



















１

９Ｋａ＋
８Ｄｂ２π４（３ａ４＋２ａ２ｂ２＋３ｂ４）

ａ３
－９６πｓｉｎα（Ｈ０＋２Ｈ１π

２＋Ｈ２π
２





























）

（１３）

σｙ ＝－
Ｅｚ

１－μ２
２ω

ｙ２
＋μ
２ω

ｘ








２

σｙ ＝

Ｂ１
ｃｏｓ２πｘａ
ａ２ ｃｏｓ

２πｘ
ｂ
－








１＋μ

ｃｏｓ２πｘｂ
ｂ２ ｃｏｓ

２πｙ
ａ
－



















１

９Ｋａ＋
８Ｄｂ２π４（３ａ４＋２ａ２ｂ２＋３ｂ４）

ａ３
－９６πｓｉｎα（Ｈ０＋２Ｈ１π

２＋Ｈ２π
２





























）

（１４）
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　　Ｂ１ ＝
４π２Ｅｚａ［２Ｈ１＋γｃｏｓα（Ｈ０＋Ｈ２）］

１－μ２
（１５）

１４　周期破断顶板力学模型求解
通过对顶板初次断裂的分析可知，顶板长边中

央区域的弯矩最大，会首先达到其极限弯矩值，从

!

"

#

$

%

&

!

'

f

２　
neijopqrstEra*lm

Ｆｉｇ２　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙｆｒａｃｔｕｒｅｄｒｏｏｆｗｉｔｈｔｈｒｅｅ
ｅｄｇｅｓｆｉｘｅｄａｎｄｏｎｅｅｄｇｅｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

而引发长边发生断裂。在长边断裂后，可将其视为

简支边。此时可建立顶板三边固支、一边简支的周

期性断裂模型，如图２所示。
边界条件为：

ωｘ＝０，ｘ＝ｂ ＝０，ωｙ＝０，ｙ＝ａ ＝０ （１６）

ω








ｘ
ｘ＝ｂ

＝０，ω








ｙ
ｘ＝０，ｘ＝ａ

＝０ （１７）

设顶板周期破断的挠度函数为：

ω＝Ｃ２ｓｉｎπ
ｘ






ｂ
ｃｏｓπｘ

２






ｂ
ｓｉｎ２ πｙ







ａ
ｙ （１８）

同理求得Ｃ２：
Ｃ２ ＝Ａ４／（Ａ３－Ｂ３＋Ｃ３） （１９）

　　

Ａ３ ＝１２ａ
３ｂＫπ３（２π－１）（８π２－１５）

Ｂ３ ＝Ｄａ
３ｂπ２（５１２ａ４π２＋９６０ａ４＋３２０ａ２ｂ２π２－１２０ａ２ｂ２＋２４６ｂ４π２－４６１ｂ４）

Ｃ３ ＝１６Ｈ２ａｂγｓｉｎα［１０＋２π
２＋γ（Ｈ０＋Ｈ１）（８π

２－３）］

Ａ４ ＝９６Ｄａ
２π２（ｂ４－４）（－３πａ４ｂ５＋８πａ４ｂ＋２５６ｂ３











 ）

（２０）

ω＝
Ａ４

Ａ３－Ｂ３＋Ｃ３
ｓｉｎπ

ｘ





ｂ
ｃｏｓπ

ｘ
２







ｂ
ｓｉｎ２ π

ｙ





ａ
ｙ （２１）

由弹性力学中薄板上的力学计算公式，可以得到顶板的应力和弯矩公式：

Ｍｘ ＝

Ａ４

μ

４ｃｏｓ２ π
ｘ
２







ｂ
ｓｉｎπ

ｘ
２







ｂ
ｂｓｉｎ

２πｙ





ａ
＋ｙπｃｏｓ

２πｙ

















ａ

ａ２
＋

πｙｓｉｎ
πｘ
２







ｂ
ｓｉｎ２ π

ｙ





ａ
９ｓｉｎ２ π

ｘ
２







ｂ
－











７

２























ｂ

Ａ３－Ｂ３＋Ｃ３
（２２）

Ｍｙ ＝

Ａ４
４πｃｏｓ２

πｘ
２







ｂ
ｓｉｎπ

ｘ
２







ｂ
ｂｓｉｎ

２πｙ





ａ
＋ｙπｃｏｓ

２πｙ

















ａ

ａ２
＋

μπ２ｙｓｉｎ
πｘ
２







ｂ
ｓｉｎ２ π

ｙ





ａ
９ｓｉｎ２ π

ｘ
２







ｂ
－











７

２























ｂ

Ａ３－Ｂ３＋Ｃ３
（２３）
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σｘ ＝

Ａ５

μ

４ｃｏｓ２ π
ｘ
２







ｂ
ｓｉｎπ

ｘ
２







ｂ
ｂｓｉｎ

２πｙ





ａ
＋ｙπｃｏｓ

２πｙ

















ａ

ａ２
＋

πｙｓｉｎ
πｘ
２







ｂ
ｓｉｎ２ π

ｙ





ａ
９ｓｉｎ２ π

ｘ
２







ｂ
－











７

２























ｂ

Ａ３－Ｂ３＋Ｃ３
（２４）

σｙ ＝

Ａ５
４πｃｏｓ２

πｘ
２







ｂ
ｓｉｎπ

ｘ
２







ｂ
ｂｓｉｎ

２πｙ





ａ
＋ｙπｃｏｓ

２πｙ

















ａ

ａ２
＋

μπ２ｙｓｉｎ
πｘ
２







ｂ
ｓｉｎ２ π

ｙ





ａ
９ｓｉｎ２ π

ｘ
２







ｂ
－











７

２























ｂ

Ａ３－Ｂ３＋Ｃ３
（２５）

Ａ５ ＝
９６ＥｚＤａ２π２（ｂ４－４）（－３πａ

４ｂ５＋８πａ４ｂ＋２５６ｂ３）
１－μ２

（２６）

２　首次开采初次来压周期来压运移分析

２１　工程案例
研究背景基于黄山矿１５２０１工作面的首次开采。

该矿层具有较好的稳定性，倾角平均为２２°，开采方
向示意图如图３所示。其中模型长度ａ为１２０ｍ，宽
度ｂ为４０ｍ，顶板厚度 Ｈ１为３１ｍ，弹性模量 Ｅ为
１７４０ＧＰａ，泊松比 μ为０２５。上覆岩层平均容重 γ
为 ２５ｋＮ／ｍ３，顶板上端头埋深 Ｈ０为５７８１ｍ，下端
头埋深 Ｈ２为４５２２４ｍ。

f

３　
XCuA3QRvwf

Ｆｉｇ３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｗｏｒｋｉｎｇｆａｃｅａｄｖａｎｃｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

２２　初次来压运移分析
基于ＭＡＴＬＡＢ软件绘制不同边界条件下顶板运

移规律模型图如图４～５所示。
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２３　周期来压运移分析
周期顶板运移规律，如图５所示。
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与水平顶板相比，图４（ａ）显示在梯形荷载下，
倾斜薄板的挠度沿倾向呈线性分布，且挠度曲线明

显非对称。几何中心并非最大挠度点，最大挠度偏

移到中心偏上的区域。在煤层顶板上，最大挠度点

位于 （ｂ／２，４ａ／７）处，且顶板表面最大主应力呈现
σｘｍａｘ＞σｙｍａｘ的不对称性。随着工作面推进，顶板长边
缘形成半 “Ｏ”形应力集中区，其中拉应力的峰值位
于长边中部 （见图５（ｇ））。相应的，顶板下表面的
主应力也表现出σｘｍａｘ＞σｙｍａｘ的非对称性，随着工作面
推进，拉应力逐渐增大，最终形成由 “Ｏ”形转为 “Ｘ”
形的应力区域，当应力达到极限时发生初次破断。

在周期性破断过程中，挠度在 （３ａ／８，２ｂ／３）
附近达到最大值 （图５（ｂ））。此外，Ｍｘ的绝对值大
于Ｍｙ并超过顶板中心弯矩。顶板表面主应力峰值位
于长边 （ｂ，ａ／２）附近，且呈现双向不对称分布。
随着工作面推进，右长边缘形成半 “Ｏ”形拉应力区
域，最大拉应力位于右长边中部 （图５（ｇ））。进一
步推进后，拉应力分布扩展至短边，左长边形成

“＜”形拉应力区域 （图５（ｈ））。同样，顶板下表
面主应力最大值仍然满足σｘｍａｘ＞σｙｍａｘ。

３　结论

为研究缓倾斜薄板初次破断与周期破断在梯形

荷载下的运移规律，基于薄板最小挠度理论及温克

尔假设，得到以下结论：

（１）倾斜煤层顶板在梯形荷载作用下的破断机
理，根本在于荷载分布的非对称性。该荷载导致顶

板挠度、内力及应力均呈现显著的双向不对称特征，

最大挠度点偏离几何中心至 （ｂ／２，４ａ／７）处，且主
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导弯矩Ｍｘ及最大主应力 σｘｍａｘ均大于 ｙ方向分量，表
明顶板倾向为主要的承力与破断发展方向。

（２）顶板破断是一个动态演化过程，其形态演
进遵循 “Ｏ－Ｘ－＜”规律。初次破断前，长边缘中
部首先形成半 “Ｏ”形应力集中区，随后拉应力区向
板内扩展并连接形成为 “Ｘ”形，最终导致失稳破断。

（３）周期破断时，因破断岩块结构的铰接作用，
应力集中区发生转移，在右长边形成新的半 “Ｏ”形
应力区，并在左长边 （煤壁侧）演化为 “＜”形区域。
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