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摘　 要: 充填采矿可以有效控制岩层移动、 抑制地表沉陷、 减轻地质灾害ꎬ 并且能够处理或利用一定的固

体废弃物ꎬ 有效改善矿山上覆岩层的力学环境ꎬ 减轻顶板压力ꎮ 以平凉某煤矿为工程背景ꎬ 研究煤矿充填开采

条件下坚硬顶板沉降变形情况ꎬ 构建了顶板力学模型ꎬ 对于初期来压采用四边固支的边界条件ꎬ 利用变分法中

伽辽金变形方程求选用不同挠度表达式的解ꎻ 另对周期来压选用三边固支一边自由的边界条件ꎬ 采用变分法中

里兹变形方程进行求解ꎬ 得出充填后顶板挠度显著减小ꎬ 初期来压时减小 ３８􀆰 ７４％ꎬ 周期来压时减小 ６６􀆰 ８４％ꎮ
并得到充填开采顶板沉降变形规律ꎬ 随着充填体弹性模量 ｋ 值增大ꎬ 顶板下沉位移显著减小ꎮ
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０　 引言

煤炭是我国最重要的能源保障之一ꎬ 其占比一

直在 ５０％以上ꎮ 煤炭大规模、 粗放式的开采方式也

带来了诸如地表沉陷与诱发地质灾害等一系列问题ꎮ
充填采煤具有减少采动损害和地质灾害的作用ꎬ 可

以有效控制岩层移动、 抑制地表沉陷、 保护矿区生

态环境和地下水资源的作用ꎬ 并且能够有效地利用

部分固体废弃物ꎬ 进而改善矿山地质条件及力学

环境ꎮ
煤矿地下开采过程中引起的采空区上层覆岩和

坚硬顶板抗压承载能力的破坏ꎬ 长期以来备受社会

各界广泛关注ꎮ 前人做了较多研究ꎬ 王金安等[１] 研

究了采空区顶板岩层的变形问题ꎬ 得到了顶板下沉

位移与时间成正比的结论ꎮ 针对四边固支顶板力学

模型的弯曲问题ꎬ 孟阳君[２] 采用迭加法求出四边固

支矩形薄板在受到均布荷载作用下的解析解ꎬ 并用

Ｍｉｄａｓ 软件证明了理论分析结果的准确性ꎻ 钟阳等[３]

将矩形薄板的基本方程转换到哈密顿体系中ꎬ 采用

辛几 何 法 求 出 四 边 固 支 矩 形 薄 板 的 解 析 解ꎻ
Ｓｅｙｅｄｅｍａｄ 等[４]提出一种求解混合或完全固支边界条

件下矩形薄板的自由振动精确解的数学方法ꎬ 研究

了 Ｗｉｎｋｌｅｒ 地基模型以及部分支撑情况下的自由振动

问题ꎮ 此外还有一些学者[５－７]对上述问题进行了详细

研究ꎮ 针对三边固支一边自由顶板力学模型ꎬ 陈英

杰等[８]应用混合变量最小作用量原理求解了矩形板

的受迫振动问题ꎻ 程选生等[９] 利用薄板小挠度弯曲

和叠加原理得到矩形薄板在温度作用下的挠度函数ꎻ
Ｈｅ 等[１０]得到了各向异性板弯曲问题的积分变换解ꎬ
通过数值算例、 已有文献以及 ＡＢＡＱＵＳ 得到的有限

元解进行对比ꎬ 证明了该解的准确性和收敛性ꎮ 此

外还有一些学者[１１－１２] 对不同的边界条件下矩形薄板

自由振动弯曲问题进行了概括分析ꎬ 得到了高精度

封闭解ꎮ
针对变分法中传统伽辽金和里兹等基础理论ꎬ

考虑充填体对坚硬顶板的影响ꎬ 提出了文克尔地基

上伽辽金和里兹变形方程ꎬ 分别建立了边界条件为

四边固支和三边固支一边自由矩形弹性薄板的力学

模型ꎮ 选取不同的挠度表达式ꎬ 对伽辽金变形方程ꎬ
进行对比验证ꎮ 绘制相关图像对比充填前后坚硬顶

板的挠度ꎬ 分析坚硬顶板下沉位移变化情况ꎮ

１　 坚硬顶板变形及受力特性研究

采空区充填后剖面如图 １ 所示ꎬ 将坚硬顶板简化

为矩形弹性薄板ꎮ 将充填体假定为文克尔地基模型ꎬ
实际上就是把地基看成一个个互不干扰竖向排布的

弹簧ꎮ 对于初期来压采用四边固支的边界条件ꎬ 利

用变分法中伽辽金变形方程ꎬ 建立顶板力学模型ꎬ
求不同挠度表达式的解ꎮ 另对周期来压选用三边固

支一边自由的边界条件ꎬ 采用变形法中里兹变形方

程ꎬ 建立顶板力学模型进行求解ꎮ

图 １　 采空区充填后剖面图
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｅｃｔｉｏｎａｌ ｖｉｅｗ ｏｆ ｇｏａｆ ａｆｔｅｒ ｆｉｌｌｉｎｇ

１􀆰 １　 四边固支矩形弹性薄板

将坚硬顶板简化为四边固支矩形弹性薄板ꎬ 如

图 ２ 所示ꎮ 选取不同的挠度表达式ꎬ 构建四边固支顶

板力学模型ꎮ 其中ꎬ 矩形弹性薄板长度为 ２ａ (２ａ ＝
ｃ )、 初期来压为 ２ｂ ( ｂ ≤ ａ )、 厚度为 ｈ０ 、 弹性模

量为 Ｅ、 泊松比为 μ ꎬ 上层覆岩的厚度为 ｈ 、 容重为

γ ꎬ 充填体的弹性模量为 ｋ ꎬ 来自地表的均布载荷

为 ｑ０ ꎮ

图 ２　 坚硬顶板简化为四边固支矩形弹性薄板
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｈａｒｄ ｒｏｏｆ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ａｓ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ

ｅｌａｓｔｉｃ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｆｉｘｅｄ ｏｎ ｆｏｕｒ ｓｉｄｅｓ

根据弹性基础上的平板弯曲理论[１３]ꎬ 顶板下沉

挠度 ｗ 满足

Ｄ Ñ
４ｗ ＋ ｋｗ ＝ ｑ (１)

式中: Ｄ 为板的抗弯刚度ꎬ Ｄ ＝ Ｅｈ３
０ / [１２(１ － μ２)] ꎮ

作用在顶板上总的均布载荷 ｑ 由 ｑ０ 与上层覆岩

自重载荷 γｈ 叠加而成ꎬ 即 ｑ ＝ ｑ０ ＋ γｈ ꎮ
薄板的边界条件为:
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ｗ ｘ ＝ ±ａ ＝ ０ꎬ ｗ ｙ ＝ ±ｂ ＝ ０ꎬ
∂ｗ
∂ｘ ｘ ＝ ±ａ

＝ ０ꎬ ∂ｗ
∂ｙ ｙ ＝ ±ｂ

＝ ０ (２)

根据坚硬顶板的边界约束条件ꎬ 近似假设挠度
表达为:

ｗ１ ＝ Ｃ１ｗｍ ＝ Ｃ１ １ ＋ ｃｏｓ πｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ １ ＋ ｃｏｓ πｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ (３)

式中: Ｃ１ 为坚硬顶板的挠度系数ꎮ
将其带入式 (１) 的伽辽金变形方程:

∬Ｄ(Ñ
４ｗ１) ｗｍｄｘｄｙ ＋ ∬ｋｗ１ｗｍｄｘｄｙ ＝ ∬ｑｗｍｄｘｄｙ (４)

可得系数 Ｃ１ 为:

Ｃ１ ＝ ４ｑａ４ｂ４

π４Ｄ(３ｂ４ ＋ ２ａ２ｂ２ ＋ ３ａ４) ＋ ９ ａ４ｂ４ｋ
(５)

于是ꎬ 可得顶板下沉挠度的表达式为:

ｗ１ ＝ ４ｑａ４ｂ４

π４Ｄ(３ｂ４ ＋ ２ａ２ｂ２ ＋ ３ａ４) ＋ ９ ａ４ｂ４ｋ
×

　 　 １ ＋ ｃｏｓ πｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ １ ＋ ｃｏｓ πｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ (６)

将挠度表达式 ｗ１ 代入四边固支矩形弹性薄板内
力及应力的表达式ꎬ 可得:

σｘ ＝
Ｃ１ＥＺ
１ － μ２

π
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ ＋ ｃｏｓ πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ πｘ

ａ
＋

μ π
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ ＋ ｃｏｓ πｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ πｙ

ｂ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

σｙ ＝
Ｃ１ＥＺ
１ － μ２

π
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ ＋ ｃｏｓ πｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ πｙ

ｂ
＋

μ π
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ ＋ ｃｏｓ πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ πｘ

ａ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

τｘｙ ＝ τｙｘ ＝ －
π２ Ｃ１ＥＺ
ａｂ １ ＋ μ( )

ｓｉｎ πｘ
ａ
ｓｉｎ πｙ

ｂ
　 　

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(７)

Ｍｘ ＝ Ｃ１Ｄ

π
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ ＋ ｃｏｓ πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ πｘ

ａ
＋

μ π
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ ＋ ｃｏｓ πｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ πｙ

ｂ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Ｍｙ ＝ Ｃ１Ｄ

π
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ ＋ ｃｏｓ πｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ πｙ

ｂ
＋

μ π
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１ ＋ ｃｏｓ πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ πｘ

ａ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Ｍｘｙ ＝ Ｍｙｘ ＝ －
π２Ｃ１Ｄ １ － μ( )

ａｂ
ｓｉｎ πｘ

ａ
ｓｉｎ πｙ

ｂ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(８)

根据同样的边界约束条件ꎬ 另一个近似假设挠
度表达式为:

ｗ２ ＝ Ｃ２ ｃｏｓ２ πｘ
２ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ２ πｙ

２ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ (９)

同理可得挠度系数 Ｃ２ 为:

Ｃ２ ＝ １６ｑａ４ｂ４

π４Ｄ ３ａ４ ＋ ３ｂ４ ＋ ２ａ２ｂ２( ) ＋ ９ａ４ｂ４ｋ
(１０)

于是ꎬ 将式 (１０) 代入式 (９) 可得顶板下沉挠
度的表达式:

ｗ２ ＝ １６ｑａ４ｂ４

π４Ｄ ３ａ４ ＋ ３ｂ４ ＋ ２ａ２ｂ２( ) ＋ ９ａ４ｂ４ｋ
×

　 　 ｃｏｓ２ πｘ
２ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ２ πｙ

２ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ (１１)

因此可得:

σｘ ＝
π２Ｃ２ＥＺ

２(１ － μ２)

１
ａ２ ｃｏｓ πｘ

ａ
ｃｏｓ２ πｙ

２ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

μ
ｂ２ ｃｏｓ πｙ

ｂ
ｃｏｓ２ πｘ

２ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

σｙ ＝
π２ Ｃ２ＥＺ
２(１ － μ２)

１
ｂ２ ｃｏｓ πｙ

ｂ
ｃｏｓ２ πｘ

２ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

μ
ａ２ ｃｏｓ πｘ

ａ
ｃｏｓ２ πｙ

２ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

τｘｙ ＝ τｙｘ ＝ －
π２ Ｃ２ＥＺ

４ａｂ １ ＋ μ( )
ｓｉｎ πｘ

ａ
ｓｉｎ πｙ

ｂ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

　 　

(１２)

Ｍｘ ＝
π２ Ｃ２Ｄ

２

１
ａ２ ｃｏｓ πｘ

ａ
ｃｏｓ２ πｙ

２ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

μ
ｂ２ ｃｏｓ πｙ

ｂ
ｃｏｓ２ πｘ

２ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Ｍｙ ＝
π２Ｃ２Ｄ

２

１
ｂ２ ｃｏｓ πｙ

ｂ
ｃｏｓ２ πｘ

２ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

μ
ａ２ ｃｏｓ πｘ

ａ
ｃｏｓ２ πｙ

２ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Ｍｘｙ ＝ Ｍｙｘ ＝ －
π２Ｃ２Ｄ １ － μ( )

４ａｂ
ｓｉｎ πｘ

ａ
ｓｉｎ πｙ

ｂ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１３)

１􀆰 ２　 三边固支一边自由矩形弹性薄板

如图 ３ 所示ꎮ 构建三边固支一边自由顶板力学模

型ꎬ 以薄板左下角为中心原点ꎬ 建立直角坐标系

ｏｘｙꎬ 其中矩形弹性薄板长度为 ｃ、 周期来压为 ｄ
( ｄ ≤ ｃ )ꎬ 其余参数与上节相同ꎮ

薄板的边界条件为:
ｗ ｘ ＝ ０ꎬ ｃ ＝ ０ꎬ ｗ ｙ ＝ ０ ＝ ０
∂ｗ
∂ｘ ｘ ＝ ０ꎬ ｃ

＝ ０ꎬ ∂ｗ
∂ｙ ｙ ＝ ０

＝ ０ (１４)

根据坚硬顶板的边界约束条件ꎬ 近似假设挠度
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图 ３　 坚硬顶板简化为三边固支一边自由矩形弹性薄板
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｈａｒｄ ｒｏｏｆ ｉｓ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ａｓ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｅｌａｓｔｉｃ ｔｈｉｎ

ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｔｈｒｅｅ ｆｉｘｅｄ ｓｕｐｐｏｒｔｓ ａｎｄ ｏｎｅ ｆｒｅｅ ｓｉｄｅ

表达式的形式具体如下:

ｗ３ ＝ Ｃ３ｗｎ ＝ Ｃ３
ｙ
ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｓｉｎ２ πｘ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１５)

式中: Ｃ３ 为坚硬顶板的挠度系数ꎮ
则有:

∬
Ａ
ｑ － ｋｗ３( ) ｗｎｄｘｄｙ ＝ ｑｃｄ

６
－

３ｋＣ３ｃｄ
４０

(１６)

将式 (１５) 带入薄板的应变能表达式:

Ｖε ＝ １
２

× ∬
Ａ
Ｄ

Ñ
２ｗ３( ) ２ － ２ １ － μ( ) ×

∂２ｗ３

∂ｘ２

∂２ｗ３

∂ｙ２
－

∂２ｗ３

∂ｘ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

ｄｘｄｙ

＝ Ｄ
２

２Ｃ２
３ｄ π４

５ｃ３
＋

３Ｃ２
３ｃ

２ｄ３
＋

２Ｃ２
３ ２ － ３μ( ) π２

３ｃｄ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１７( )

式中: Ａ 为矩形弹性薄板面积ꎬ ｍ２ꎮ
对式 (１７) 求 Ｃ３ 的一阶偏导ꎬ 可得:
∂ Ｖε

∂Ｃ３

＝ Ｄ
２

４Ｃ３ｄ π４

５ｃ３
＋

３Ｃ３ｃ
ｄ３

＋
４Ｃ３ ２ － ３μ( ) π２

３ｃｄ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(１８)
根据最小势能原理

∂ Ｖε

∂Ｃ３

＝ ∬
Ａ
ｑ － ｋｗ３( ) ｗｎｄｘｄｙ (１９)

将式 (１６) 和式 (１８) 代入式 (１９) 可得:
Ｃ３ ＝ ２０ｑｃ４ｄ４ ÷

４Ｄ
２０(２ － ３μ)ｃ２ｄ２π２

＋ １２ｄ４π４ ＋ ４５ｃ４
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ９ｋ ｃ４ｄ４{ } (２０)

将式 (１８) 代入式 (１５) 中ꎬ 可得下沉挠度为:

ｗ３ ＝ Ｃ３ｗｎ ＝ ２０ｑｃ４ｄ４ ｙ
ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｓｉｎ２ πｘ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ÷

　 　 ４Ｄ
２０ ２ － ３μ( ) ｃ２ｄ２π２

＋ １２ｄ４π４ ＋ ４５ｃ４
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ９ｋｃ４ｄ４{ } (２１)

将挠度表达式 ｗ３ 代入三边固支一边自由矩形弹

性薄板内力及应力的表达式ꎬ 可得:

σｘ ＝ －
Ｃ３ＥＺ
１ － μ２

２π２ｙ２

ｃ２ｄ２ ｃｏｓ ２πｘ
ｃ

＋ ２μ
ｄ２ ｓｉｎ２ πｘ

ｃ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

σｙ ＝ －
Ｃ３ＥＺ
１ － μ２

２
ｄ２ ｓｉｎ２ πｘ

ｃ
＋ ２μπ２ｙ２

ｃ２ｄ２ ｃｏｓ ２πｘ
ｃ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

τｘｙ ＝ τｙｘ ＝ －
２πＣ３ＥＺ

ｃｄ２ １ ＋ μ( )
ｙｓｉｎ ２πｘ

ｃ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２２)

Ｍｘ ＝ － Ｃ３Ｄ
２π２ｙ２

ｃ２ｄ２ ｃｏｓ ２πｘ
ｃ

＋ ２μ
ｄ２ ｓｉｎ２ πｘ

ｃ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｍｙ ＝ － Ｃ３Ｄ
２
ｄ２ ｓｉｎ２ πｘ

ｃ
＋ ２μπ２ｙ２

ｃ２ｄ２ ｃｏｓ ２πｘ
ｃ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｍｘｙ ＝ Ｍｙｘ ＝ －
２πＣ３Ｄ １ － μ( )

ｃｄ２ ｙｓｉｎ ２πｘ
ｃ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２３)

２　 工程数值验证

甘肃省平凉某煤矿ꎬ 井田中部偏高ꎬ 海拔为

１４００~１６５０ ｍꎬ 相对高差１００~２００ ｍꎮ 其中八采区走向

长 ２􀆰 ５ ｋｍꎬ 倾斜宽约 １􀆰 ０ ｋｍꎬ 平面面积约２􀆰 ５ ｋｍ２ꎮ
井田内存在 Ｆ２ 和 Ｆ３ 两条主要断层ꎬ 这两条断层均为

逆断层ꎬ 其中 Ｆ２ 逆断层断距 ２８ ~ ４３ ｍꎬ 延展长度约

６００ ｍꎻ Ｆ３ 逆断层西盘上升ꎬ 东盘下降ꎬ 延伸长度约

１０ ｋｍꎬ均被第三系、 第四系地层覆盖ꎮ 八采区首采工

作面长度为 ２００ ｍꎬ 初期来压 １４０ ｍꎬ 周期来压 １２０ ｍꎬ
煤层埋深 ５００ ｍꎬ 煤层厚 ６ ~８ ｍꎬ 开采方式为综放开

采ꎬ 上层覆岩为砂岩ꎮ 考虑充填体对顶板挠度的影响ꎬ
建立八采区首采工作面边界条件为四边固支和三边固

支一边自由的顶板力学模型ꎮ 工程参数见表 １ꎮ
表 １　 充填开采下现场参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｉｅｌｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｕｎｄｅｒ ｆｉｌｌｉｎｇ ｍｉｎｉｎｇ
名称 参数 量值

坚硬顶板

长度 ２ａ / ｍ ２００
初期来压 ２ｂ / ｍ １４０
周期来压 ｄ / ｍ １２０
厚度 ｈ０ / ｍ １８􀆰 ９

弹性模量 Ｅ / (ｋＮ / ｍ２ ) ４􀆰 １３×１０７

泊松比 μ ０􀆰 １３

上层覆岩
厚度 ｈ / ｍ ５００

容重 γ / (ｋＮ / ｍ３ ) ２５
充填体 弹性模量 ｋ / (ｋＮ / ｍ２ ) ３􀆰 １７５×１０４

地表 均布载荷 ｑ０ / Ｎ ０
　 　 注: 充填体 (胶结) 的弹性模量由现场检测初步测定ꎮ

２􀆰 １　 四边固支沉降分析

图 ４ 为四边固支充填前后顶板变形图 (式 ６、 式
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１１)ꎮ 从图 ４ 可以看出ꎬ 选取的两种表达式所求得的顶

板变形图完全一致ꎮ 另外从图 ４ａ 中可以看出充填前即

ｋ＝０ 时中心原点处挠度达到最大ꎬ 最大值为０􀆰 ４４４ ｍꎻ
从图 ４ｂ 中可以看出充填后即ｋ＝３􀆰 １７５×１０７ Ｎ / ｍ２ 时ꎬ
中心原点处挠度达到最大ꎬ 最大值为０􀆰 ２７２ ｍꎮ 因此ꎬ
充填前后顶板挠度存在显著差异ꎬ 充填后挠度减少

了３８􀆰 ７４％ꎮ

(ａ) 充填前

(ｂ) 充填后
图 ４　 四边固支充填前后顶板变形图

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｒｏｏｆ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｆｏｕｒ ｓｉｄｅ ｆｉｘｅｄ
ｓｕｐｐｏｒｔ ｆｉｌｌｉｎｇ

选取充填体不同 ｋ 值ꎬ 绘制薄板上 ｙ ＝ ０ ｍ 截面

处 ｘ 方向的挠度图 (如图 ５ 所示)ꎬ 从图中可以看出

随着充填体弹性模量 ｋ 值的增大ꎬ 坚硬顶板中心处挠

度显著减小ꎮ
２􀆰 ２　 三边固支一边自由沉降分析

图 ６ 为三边固支一边自由充填前后顶板变形图

(式 ２２)ꎮ 从图 ６ａ 中可以看出充填前即 ｋ ＝ ０ 时自由边

中点处挠度达到最大ꎬ 最大值为 １􀆰 ７６４ ｍꎻ 从图 ６ｂ 中

可以看出充填后即 ｋ ＝ ３􀆰 １７５×１０７ Ｎ / ｍ２ 时自由边中点

处挠度达到最大ꎬ 最大值为０􀆰 ５８５ ｍꎮ因此ꎬ 充填前后

顶板挠度存在显著差异ꎬ 充填后挠度减少了 ６６􀆰 ８４％ꎮ

图 ５　 不同 ｋ 值下四边固支坚硬顶板的挠度图
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｒｉｇｉｄ ｒｏｏｆ ｓｌａｂ ｆｉｘｅｄ ｏｎ ｆｏｕｒ

ｓｉｄｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｋ ｖａｌｕｅｓ

选取充填体不同 ｋ 值ꎬ 绘制薄板上 ｙ ＝ １２０ ｍ 截

面处 ｘ 方向的挠度图 (如图 ７)ꎬ 从图中可以看出随

着填充体弹性模量 ｋ 值的增大ꎬ 坚硬顶板自由边中点

处挠度显著减小ꎮ

(ａ) 充填前

(ｂ) 充填后
图 ６　 三边固支一边自由充填前后顶板变形图

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｏｏｆ ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｔｈｒｅｅ ｓｉｄｅ ｆｉｘｅｄ
ｓｕｐｐｏｒｔ ａｎｄ ｆｒｅｅ ｆｉｌｌｉｎｇ
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图 ７　 不同 ｋ 值下三边固支一边自由坚硬顶板的挠度图
Ｆｉｇ. ７　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｓｉｄｅ ｆｉｘｅｄ ｓｕｐｐｏｒｔ ａｎｄ ｏｎｅ

ｓｉｄｅ ｆｒｅｅ ｈａｒｄ ｒｏｏｆ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｋ ｖａｌｕｅｓ

３　 结论

(１) 建立文克尔地基上四边固支矩形弹性薄板

的伽辽金变形方程ꎬ 初步选取不同的挠度表达式代

入变形方程求得坚硬顶板的挠度解析解ꎬ 将矿山实

验数据代入解析解后所绘制的相关图像大小一致ꎬ
证实方程计算吻合ꎬ 结果可靠ꎮ

(２) 结合顶板力学模型ꎬ 阐明两种边界条件下

矩形弹性薄板的变形特征ꎬ 其中四边固支坚硬顶板

在板中心处位移最大ꎬ 三边固支一边自由坚硬顶板

在板自由边中点处位移最大ꎮ 代入矿山实验数据ꎬ
验证了充填后顶板挠度变化显著减小ꎬ 初期来压时

减小 ３８􀆰 ７４％ꎬ 周期来压时减小 ６６􀆰 ８４％ꎮ
(３) 通过绘制两种边界条件下不同 ｋ 值对坚硬

顶板挠度的影响曲线ꎬ 得到了充填开采下顶板沉降

变形规律ꎬ 随着充填体弹性模量 ｋ 值的增大ꎬ 顶板下

沉位移逐渐减小ꎮ
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